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Abstract

Martingales are playing an important role in the theory of probability, functional
analysis and especially in the theory of Banach spaces. In that case the conditional
expectation of a stochastic process are being observed. In the first part of this thesis
the basics for understanding the meaning of Martingales are illustrated. Subjects
like conditional expectation, filtration and adaptedness are defined. In cause of
simplification there are only discrete-time Martingales discussed. To make predic-
tions about the behaviour of convergence it is important to prove theorems like the
Upcrossing Lemma and Doob’s maximal inequality. To give a better view to the
definition of Martingales the Haarsystem is discussed as an example in the last part
of the thesis.



Zusammenfassung

Martingale sind ein wichtiger Bestandteil der Wahrscheinlichkeitstheorie, Funktio-
nalanalysis und speziell der Banachraumtheorie. Dabei wird die bedingte Erwar-
tung eines stochastischen Prozesses beobachtet. Im ersten Teil der vorliegenden
Arbeit werden die Grundlagen fiir das Verstdndnis von Martingalen beleuchtet.
Begriffe wie bedingte Erwartung, Filtration und Adaptiertheit werden definiert.
Aus Griinden der Vereinfachung werden lediglich zeitdiskrete Martingale behan-
delt. Wichtige Siatze wie das Upcrossing Lemma und die Maximalungleichung von
Doob werden zum Treffen von Konvergenzaussagen bewiesen. Um die Definition
des Martingals noch etwas einfacher zu veranschaulichen, wird im letzten Teil der
Arbeit das Haarsystem als Beispiel genauer diskutiert.
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Kapitel 1

Einleitung und Grundlagen

Martingale sind ein wichtiger Bestandteil der Wahrscheinlichkeitstheorie. Sie fin-
den aber auch in Teilen der Funktionalanalysis, wie der Banachraumtheorie, ihre
Anwendung. Grundlage fiir diese Arbeit bilden die beiden Biicher von [Kle06] und
[MS05]. Wir verzichten im folgenden Abschnitt auf Beweise und verweisen dies-
beziiglich und fiir weiterfithrende Informationen auf die oben genannte Literatur.
Um eine Vorstellung von Martingalen zu entwickeln, bendtigen wir vorerst noch
ein wenig Vorarbeit.

1.1 Mengensysteme und Mengenfunktionen

Sei Q # 0 stets eine Menge und A C P(Q)' eine Familie von Teilmengen. Wir
interpretieren die Menge (2 spiter als Raum von Elementarereignissen. Das System
A gibt hingegen an, welche Ereignisse beobachtbar sind.

Definition 1.1 (0-Algebra). Ein Mengensystem A C P(Q) heifit o-Algebra, falls die
folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. Qe A,
2. falls fiir jede Menge A € A, auch A° := O\A € Agilt,

3. falls fiir je abzihlbar unendlich viele Mengen A1, A,, ... € Agilt, dass auch G A, €A

n=1

Definition 1.2. Sei A eine Menge. Wir bezeichnen mit

1 fallsxe A
La(x) = { 0 fallsx¢ A

die Indikatorfunktion auf der Menge A.

1P(Q)) bezeichnet die Potenzmenge von Q.
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Sei & C P(Q).

Satz 1.3. Es existiert ein kleinste o-Algebra o(E) mit & C o(E):

a(&) = ﬂ A.
ACP(Q) ist c—Algebra
EcA
Beweis. Siehe [Kle06] Satz 1.16. O

Definition 1.4 (Erzeugte o-Algebra). Sei 0(E) wie in Satz 1.3. Wir bezeichnen o(&) als
die von & erzeugte o-Algebra. & nennt man dabei Erzeuger von o(E).

Definieren wir nun folgende Mengen

Ii:={[a,b):a,beR,a<b}, I,:={@b]l:a,beR,a<b}
I3:={(ab):a,beR,a<b}, T,:={la,b]:a,beR,a< b}

Definition 1.5 (Borel’sche o-Algebra). Die von den halb offenen Intervallen I erzeugte
o-Algebra

Br = 0(11)

heifit Borel’sche o-Algebra auf R. Die Elemente A € By heifSen Borel’sche Mengen.
Ist T C R so ist die Borel’sche o-Algebra auf T gegeben mit

Br:=BrNT={BNT:BeBR}.
Auch die Intervalle 7, I3, 14 sind Erzeuger der Borel’schen o-Algebra auf R.
Satz 1.6. Br = 0(L») = 0(Z4) = 0(13).
Beweis. Siehe [Kle06] Satz 1.23. O

Definition 1.7. Ein Paar (Q, A), bestehend aus einer nichtleeren Menge ) und einer
o-Algebra A C P(Q), heifst Messraum. Die Mengen A € A heiffen messbare Mengen.

Definition 1.8 (Maf3). Sei (Q, A) ein Messraum und u : A — [0, co] eine Mengenfunktion
mit 1(0) = 0. u heifit Mag, falls u o-additiv ist, das heifit fiir je abzihlbar viele paarweise
disjunkte Mengen Ay, A,, ... € A gilt, dass

oo

a(Ja)= Y uan.
i=1 i=1

Definition 1.9. Sei (QQ, A) ein Messraum. Ein MafS p auf A heifst
1. endlich, falls 11(Q) < oo.

2. Wahrscheinlichkeitsmaf, falls u(Q) = 1.
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Definition 1.10. Ein Tripel (Q, A, u) heifit Mafsraum, wenn (Q, A) ein Messraum und
u ein Maf3 auf A ist.

Gilt zudem p(Q) = 1, so nennt man (Q, A, u) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Die
Mengen A € A bezeichnen wir auch als Ereignisse.

Satz 1.11 (Lebesgue-Mafs). Es existiert ein eindeutig bestimmtes Maf$ A auf (R, Br) mit
der Eigenschaft

)\([a, b)) =b-a fiirallea,b € Rmita < b.

A heifst Lebesgue-Maf3 auf (R, Br).
Definition 1.12 (Nullmenge). Sei (Q2, A, p) ein Mafraum.

1. Eine Menge A € A heifit u-Nullmenge (oder kurz: Nullmenge), falls p1(A) = 0. Mit
N, bezeichnen wir das System aller Teilmengen von u-Nullmengen.

2. Sei E(w) eine Aussage, die fiir den Punkt w € ) wahr beziehungsweise falsch sein
kann. Wir sagen, dass E u-fast iiberall (f.ii.) gilt, falls es ein N € N, gibt, sodass
E(w) fiir jedes w € Q\N wahr ist.

Ist yu = IP ein Wahrscheinlichkeitsmafs, so sagen wir, dass E P-fast sicher (f.s.) gilt.

1.2 Messbare Abbildungen und das Lebesgue-Integral

Seien (QQ, A) und (0, A’) zwei Messraume.

Definition 1.13 (Messbare Abbildungen). Eine Abbildung X : Q — (Y heifst A — A'-
messbar, falls X H(A') := {(XHA") : A’ € A’} C Aist, falls also

XNA)e A fiirjedes A’ € A'.
Bemerkung1.14. Ist (QO', A’) = (R, Br), so schreiben wir A-messbar fiir A—Br-messbar.

Satz 1.15. Wird A" = o(E) von einem Mengensystem & erzeugt, so ist die Abbildung
f:Q — QY genau dann A — A’-messbar, wenn

&) cA.
Beweis. Siehe [MS05] Satz 1.24. O

Satz 1.16. Sei () eine nichtleere Menge. Sei I eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes
i € I sei (Q, A;) ein Messraum sowie X; : QO — C; eine beliebige Abbildung. Dann ist
a( U Xi‘l(&*’ll-)) die kleinste 0-Algebra, beziiglich der jedes X; messbar ist.

i€l
Beweis. Siehe [Kle06] Satz 1.78 und Definition 1.79 beziehungsweise [Wen08] Satz
1.6. |
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Definition 1.17 (Erzeugte o-Algebra). Seien die Voraussetzungen wie in Satz 1.16. Dann
heifst

o(Xiicl) = a( v X{l(ff’l,-)).

i€l
die von (X;, 1 € I) erzeugte o-Algebra auf Q.
Sei R := R U {—co, co}.
Definition 1.18. Seien Q eine Menge, f,g : Q — R Funktionen und x € Q. Wir
verwenden fortan folgende Notationen
(f V @)(x) := max(f(x), §(x))
(f A 8)(x) := min(f(x), (x))
f7(x) := max(f(x), 0)
[~ (%) := max(~£(x),0)
Ifl:=f"+f".
Definition 1.19. Sind f, f1, fa, ... Abbildungen von QO — R mit
filw) £ fo(w) < ... und lim f,(0) = f(w) fiir jedes w € Q,
so schreiben wir f, T f und sagen, dass (f,)nen punktweise monoton aufsteigend gegen f
konvergiert. Analog schreiben wir f, | f, falls (= f,) T (=f).

Definition 1.20 (Treppenfunktion). Ist (Q, F) ein Messraum und f : O — R eine
messbare Funktion, so dass fiir einn € Nund A; € Abzw. a; € R, i=1,...,n, gilt:

f=Y ailya, (1.1)
i=1

so heif$t f Treppenfunktion.

Wir bezeichnen nun die Menge der Treppenfunktionen mit 7, beziehungsweise die
Menge der nicht-negativen Treppenfunktionen mit 7 *. Ist weiters M die Menge
aller messbaren Funktionen und wiederum M* die Menge der nicht-negativen
messbaren Funktionen, so definieren wir fiir f € 7+ wie in (1.1)
ff dl,l = Z Oti!,l(Al‘).
i=1
Ist nun f € M, so gibt es eine Folge (f,),en von Funktionen aus 7%, so dass gilt
fu T f.2 Sei nun (f,),en so eine Folge fiir f € M*, dann definieren wir das Lebesgue-

Integral als
ffd/,t = lim ff” du.

2Siehe [MS05] Lemma 2.3.
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Nachdem allgemein fiir ein messbares f : Q — R die Schreibweise f = f+ — f~ mit
f*, f~ € M* gilt, gelangen wir zur allgemeinen Definition.

Definition 1.21 (Lebesgue-Integral). Sei f : Q — R eine messbare Funktion. Die
Funktion f heif$t (u-)integrierbar, falls f |fl du < oo. Ist f (u-)integrierbar, so ist durch

ffdu:fﬁdu—ff‘du

das Lebesgue-Integral von f definiert. Ist A € A, so schreiben wir f fdu:= f (fla)du.
A

Fiir mehrfache Integration setzen wir f fx) du(x) == f fdu.
A A

Bemerkung 1.22. Sei f : R — R, so verwenden wir fiir Intervalle [a, b] C R die Schreib-

b
weiseff(x) dx := ffd)\.

[a,b]
Definition 1.23 (Dichte). Sei (Q2, A, u) ein Mafiraum und f : QO — [0, co) A-messbar.

Wir sagen, dass das durch

V(A) = f(]lAf)dy fiir Ae A

definierte Maf$ die Dichte f beziiglich u hat.

Definition 1.24 (absolute Stetigkeit). Seien u und v zwei Mafle auf dem Messraum
(Q, A), so heifit v absolut stetig beziiglich u, wenn fiir alle A € A gilt:

uA)=0 = v(A)=0.

Satz 1.25 (Satz von Radon-Nikodym). Seien u und v Mafle auf dem Messraum (€, A).
Ist u endlich, dann gilt:

v hat eine Dichte beziiglich 1 & v ist absolut stetig beziiglich u.
Beweis. Siehe [MS05] Theorem 2.38. O

1.3 Konvergenzsitze

Sei im Folgenden (€, A,u) ein endlicher Mafsraum.

Definition 1.26. Fiir messbares f : Q — R definieren wir

%
Il = (f|f|P dy) , fallsp e [1,00).
Ferner definieren wir fiir jedes p € [1, 00) den Vektorraum

LY(Q,A u) = {f: Q— R: f ist messbar und Ifll, < oo}
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Definieren wir N := {f : Q — R : f = 0 u—fast tiberall}, so erhalten wir fiir p € [1, o)
den Quotientenraum

I = LP(u) = LP(Q, A, p) = L(Q, A, 1)/ N

Bemerkung 1.27. L? ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(f,8) = ffgdu, figel

Seien nun f, fi, f>, ... : Q — R A-messbare Funktionen.
Definition 1.28. Wir sagen: (f,)nen konvergiert gegen f u-fast iiberall, in Formeln
fu A f, wenn es eine Menge N € N, gibt, sodass fiir jedes w € Q\N gilt, dass

n—o0

fn(w) E— f(a))

Ist u ein W-Maf, so sagen wir in diesem Fall auch, dass (f,)nen fast sicher konvergiert

und schreiben f, LA f.

Bemerkung 1.29. Im Folgenden ist mit f, — f fast sichere bzw. fast iiberall Konvergenz
gemeint, sofern keine zusitzlichen Informationen angegeben sind.

Definition 1.30 (L’-Konvergenz). Eine Folge (f,)nen von Funktionen aus LF konvergiert
in L¥ gegen f € L?, in Formeln f, LN f, falls

n—oo

||fn _f“p — 0.

Bemerkung 1.31. Aus f, < f folgt [ f, du 2= [ f dy.

Wir stellen uns jetzt folgende Frage. Wie bekommen wir L'-Konvergenz aus der
fast tiberall Konvergenz? Dafiir benotigen wir jetzt den Begriff der gleichgradigen
Integrierbarkeit.

Definition 1.32. Eine Familie ¥ C L' heifit gleichgradig integrierbar, falls

inf supflfldyzO.

0<geLl feF
Definition 1.33. Sei p € [1,00). Eine Familie ¥ C L? heifst beschrinkt in LP, falls
sup{llfll, : f € F} < o0 gilt.

Korollar 1.34. Ist u(€)) < co und p > 1 sowie F beschriinkt in LV, dann ist F gleichgradig
integrierbar.

Beweis. Siehe [Kle06] Korollar 6.21. O



1.4. GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 7

Satz 1.35. Sei {f, : n € N} C L. Ist (fu)nen gleichgradig integrierbar und gibt es eine
messbare Abbildung f mit f, ZEEN f, dann gilt:

fi 5 f
Beweis. Siehe [Kle06] Bemerkung 6.5 und Satz 6.25. O

Satz 1.36 (Monotone Konvergenz). Seien fi, f5,... € L' und f:Q- R messbar. Gilt

fu T f fii., dann folgt
tim [ fudu= [ fdu,

wobei beide Seiten den Wert +oco annehmen konnen.
Beweis. Siehe [Kle06] Satz 4.20. O

Satz 1.37 (Lemma von Fatou). Seien f € L' und fi, f5, ... messbar mit f, > f f.ii. fiir
jedes n € IN. Dann gilt

f(lim inffn) du < lim infffn du
Beweis. Siehe [Kle06] Satz 4.21. O

Korollar 1.38 (Majorisierte Konvergenz). Sei f messbar und (f,).en eine Folge in L
mit f, EEIR f. Weiters existiert eine integrierbare Majorante 0 < ¢ € L' mit |f,| < g f.ii. fiir
jedes n € N. Dann gilt f € L' und f, 5 f, also insbesondere ffn du — ff du.

Beweis. Sie [Kle06] Bemerkung 6.5 und Korollar 6.26. O

1.4 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Im folgenden Abschnitt werden fiir das Verstandnis der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie relevante Begriffe definiert, wobei (2, ¥, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(€Y, F’) ein Messraum ist.

Definition 1.39 (Zufallsvariable). Eine messbare Abbildung X : QO — (' heifit Zu-
fallsvariable auf (QQ, F,P) mit Werten in (', F"). Fiir A’ € F' verwenden wir die
Schreibweisen {X € A’} := X"Y(A") und P(X € A’) := P(X"}(A")).

Wird der Messraum nicht direkt angegeben, so setzen wir (), ¥’) = (R, Br). Nach-
dem wir lediglich den diskreten Fall behandeln beschrédnken wir uns bei der Index-
menge () # I € INp.
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Definition 1.40 (Stochastischer Prozess). Eine Familie von Zufallsvariablen X = (X;)ie
auf (QQ, F,IP) mit Werten in (), ¥') heifst stochastischer Prozess (mit Zeitbereich I und
Zustandsraum (Y').

Definition 1.41 (Unabhangigkeit). Seien A; € ¥, F; € ¥ und X; Zufallsvariablen auf
(Q, F,P) fiir jedes i € 1. Dann heifSt

1. die Familie von Ereignissen (A;)ic; unabhdngig, falls fiir jede endliche Teilmenge
0 # J € Igilt, dass

]P( ﬂAj) =[] r@y.
jei el

2. die Familie von Mengensystemen (F;)icr unabhéngig, falls jede Familie von Ereig-
nissen (B;)ie; mit B; € F; fiir alle i € I unabhingig ist.

3. die Familie von Zufallsvariablen (X;)ie; unabhdngig, falls die Familie von Mengen-
systemen (U(Xi)iel) unabhiingig ist.

Definition 1.42 (Erwartungswert). Sei X € L', so bezeichnen wir

E(X) := f X dPP

als den Erwartungswert von X.
Bemerkung 1.43. Klarerweise gilt fiir X € L': || X|l; = E(X]).

Satz 1.44 (Produktsatz). Sind Xy, ..., X,, unabhiingige integrierbare Zufallsvariablen, so
gQilt:

Beweis. Siehe [MS05] Theorem 5.13. |

Satz 1.45 (Jensen’sche Ungleichung). Sei I C IR ein Intervall und X eine Zufallsvariable
mit Werten in I und E(|X]) < oo. Ist ¢ konvex, dann gilt lE(qb(X)‘) < oo und

E(¢(X)) > ¢(E(X)).
Beweis. Siehe [Kle06] Satz 7.9. O
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Bedingte Erwartung

Seien im folgenden Abschnitt (Q), A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, # € A eine
Sub-o-Algebra und X € LY(Q2, A, P).

Definition 2.1 (Bedingte Erwartung). Eine Zufallsvariable Y heifit bedingte Erwartung
von X gegeben ¥, symbolisch E(X|F) := Y, falls gilt:

1. Y ist ¥ -messbar.
2. Fiir jedes A € F gilt E(X14) = E(Y1,).
Satz 2.2. E(X|F) existiert und ist fast sicher eindeutig.

Beweis. Existenz
Wir nehmen zunéichst an, dass X > 0 ist. Weiters definiert nun

V(A) = fXd]P, AcF,
A

ein Maf$ auf ¥. v ist nach Definition absolut stetig beziiglich I, d.h. aus P(A) = 0
folgt v(A) = 0. Zusatzlich ist v endlich, da X nach Voraussetzung integrierbar ist.
Nach Satz von Radon-Nikodym (Satz 1.25) existiert nun eine ¥ -messbare Funktion
f:Q— R, fir die gilt:

E(X14) = v(A) = f fdP =E(fly), AeF.
A

Damitist E(X|¥) = f f.s.. Fiir allgemeines X folgt die Behauptung aus der Gleichheit
X = X* — X~ und der Linearitit des Integrals.

Fast sichere Eindeutigkeit . y
Hierfiir seien E(X|F) = Y f.s. und E(X|F) = Y f.s.. Weiters sei A :={Y > Y} € F.
Nach Definition der bedingten Erwartung gilt:

E((Y = V)14) = E(Y14) - E(Y14) =0,

9
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Angenommen ]P({Y > Y}) > (0, dann existiert ein n > 0, so dass ]P({Y >Y + %}) > 0.

Osz—YdIPz f Y- YdP > f %dﬂ’:%]l’({YzY+%})>O

{Y>7) {Y>Y+1) {Y>Y+1)

Widerspruch. Somit ist IP({Y > Y}) = 0. Analog folgt IP({Y < Y}) = 0. Das heifst
Y =Y fast sicher. O

2.1 Erldauterung der Definition

Zur Erlduterung der Definition beginnen wir mit einem Beispiel zur bedingten
Wahrscheinlichkeit.

Beispiel 2.3. Wir betrachten den Wurf eines fairen sechsseitigen Wiirfels und modellieren
dazu den Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, IP).
A
Q:={1,..,6}, A :=P(Q) und P(A) := H, firAeA
Dabei symbolisiert |A| die Anzahl der Elemente in A. IP wird auch als Gleichverteilung auf
Q bezeichnet.
Wir sind nun an folgenden Ereignissen interessiert

A = {Augenzahl kleiner gleich drei} = {1,2,3} und
B := {Augenzahl ungerade} = {1, 3, 5}

Wenn wir nun erfahren, dass A bereits eingetreten ist, liegt es nahe, dass wir auf {1, 2, 3}
erneut eine Gleichverteilung erhalten. Daher definieren wir auf (A, P(A)) ein neues W-Maf
P4 durch
_d )
PA(C) = al fiir C € P(A)

Jetzt ist dieses Mafs jedoch lediglich auf Ereignisse aus P(A) definiert. Wir konnen allerdings
den Punkten Q\A die Wahrscheinlichkeit Null geben, da diese nicht eintreten konnen, weil
A bereits eingetreten ist. Somit erhalten wir

ICNAl _P(CNA)

P4s(CNA)= a PA) fiir C € P(Q)
und insbesondere
32
PaBNA) =153 =3

Dieses Beispiel motiviert zu folgender Definition.
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Definition 2.4. Sei (Q), A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A. Dann ist fiir
B € A die bedingte Wahrscheinlichkeit unter der Annahme A folgendermaflen definiert:
PA0D  falls P(A) > 0

P(BIA) = { O]P(A) sonst

(2.1)

Bemerkung 2.5. Die Wahl P(B|A) = 0 fiir P(A) = 0 ist willkiirlich und spielt keine
weitere Rolle.

Bemerkung 2.6. Gilt IP(A) > 0, so ist IP(-|A) ein W-Maf$ auf (Q, A).

Seinun X € L' und A € A, so ist klarerweise auch 14X € L!. Sei weiters IP(A) > 0,
s0 ist P(|A) ein W-MaB. Da 1,X € L! und P(A) > 0, so ist X € L}(Q, A, P(|A4)). Das
heifdt wir konnen den Erwartungswert von X beztiglich IP(-|A) definieren.

Definition 2.7. Sei X € L' und A € A. Dann setzen wir
E(14X)
E(XIA) := f X dP(1A) = { EQLD flls P(A) > 0

0 sonst
Ist X = 15 mit B € A, so gilt E(15|A) = IP(B|A).
Wir gehen nun einen Schritt weiter.

Satz 2.8. Sei I eine hiochstens abzihlbare Menge, (B;)ie; eine Folge paarweiser disjunkter
Ereignisse mit | J B; = Q und F := o(B,,i € I). Wir definieren fiir X € L eine Abbildung

i€l

Y : QO — Rdurch
Y = Z E(X|B:)15,.

iel
Dann gilt:
1. Y ist F -messbar,

2. Y € L' und fiir jedes A € F gilt [ Y dP = [ X dP.
A A
Das heifit E(X|¥) = ). E(X|B;)13, f-s..
i€l

Beweis. 1. Zu zeigen ist, dass Y beziiglich # messbar ist. Das heifst nach Satz
1.15 und Definition 1.5, dass Y~!([a,b)) € F fiir alle [4,b) C R gelten muss. Da
Y nach Definition konstant auf B; fiir alle i € I ist, konnen wir die Indexmenge
J :=1{i € I: E(X|B;) € [a,])} definieren. Zusammengefasst gilt:

YY([a,b)) = UBj eF.
jel
2.SeiAe€fF und | CImit A =JB;.Sei] :={i € ] : P(B;) > 0}. Dann ist
j€l

f Y dP = Z P(B,)E(X|B:) = Z E(X1p,) = f X dIP

" ic]’ icJ’ "
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2.2

Eigenschaften der bedingten Erwartung

Werfen wir einen Blick auf einige elementare Eigenschaften der bedingten Erwar-

tung:

Satz

2.9. Seien X, (X, nen, Y integrierbare Zufallsvariablen auf (3, A, P), G C ¥ C A

o-Algebren und a,,a, € R, so gilt:

1.
2.
3.

Linearitit: E(m1 X1 + 0,X0|F) = ;i E(Xq|F) + aE(X|F) fs..
Monotonie: Ist X1 > X f.s., so ist E(X1|F) > E(Xo|F) f.s..
Ist E(IXY]) < oo und Y F-messbar, dann ist

E(XY|F) = YEXIF) fs. und EQY|F)=EYlo(Y)=Y fs.

Turmeigenschaft: ]E(IE(XIT)|Q) = IE(IE(XIQ)|§‘7) = E(X|G) fs..
Dreiecksungleichung: |1E(XIT)| < 1E(|X||7")f.s..
Unabhiingigkeit: Sind o(X) und F unabhiingig, so gilt E(X|F) = E(X) fs..

Bedingte Version der monotonen Konvergenz: Ist X,, T X und E(X;) > —oo, so

folgt:
E(X.|F) T EXI|F) fast sicher.

Bedingte Jensensche Ungleichung: ¢ : R — R konvex und ¢(X) integrierbar, so
gilt:

P(EX|F)) < E(QX)IF)  fs.

Bedingte Erwartung als Projektion: Sei E(X?) < oo, dann ist E(X|F) die ortho-
gonale Projektion von X auf L*(Q, F,P). Es gilt also fiir jedes F-messbare Y mit
E(Y?) < o

E((X-Y)?) 2 E((X - E(XIF)y?)

mit Gleichheit genau dann, wenn'Y = E(X|F) fs..

Beweis. 1. Die rechte Seite ist #-messbar und fiir alle A € ¥ gilt mit Hilfe der

Linearitdt des Erwartungswertes
E((@E(X|F) + REXIF) 1) = e E(ECGIF)14) + aE(E(XalF)14)

= mE(X 14) + aE(X214)
= IE((H1X1 + a2X2)]lA) fs..
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2. Sei X := Xj — X,. Damit ist X > 0 und zu zeigen bleibt unter Verwendung der
Linearitdt E(X|7) > 0. Sei nun Y = E(X|¥) f.s.. Angenommen P(Y < 0) > 0.
Dann gibt es ein n € N, so dass fiir A := {Y < —1} gilt: P(A) > 0. Daraus folgt:

0 < E(X1,) = E(Y1,) < —%IP(A) <0.

Also ist unsere Annahme falsch und Y > 0 fast sicher.

3. Sei zundchst X > 0und Y > 0. Fiir n € N setze Y,, = 27"|2"Y|'. Dannist Y, T Y
sowie Y, E(X|F) T YIE(X|¥) f.s., da nach der Monotonie in (2) E(X|¥) > 0 f.s..
Es gilt nach dem Satz der monotonen Konvergenz (Satz 1.36) fiir A € ¥

n—oo

E(L4 Y, E(XIF)) =5 E(LY E(XIF)).

Nachdem Y ¥ -messbar ist, ist klarerweise auch Y,, ¥ -messbar und somit auch
AN{Y, =27k} € F tir alle n, k € N. Daher gilt

(LAY, E(XIF)) = ) B(1aLpy, =02 "KE(XIF))

D1 1D

E(Laly,-22"kX)

e

=1
n—00

E ]IAYHX) — ]E(]IAYX)

Also ist ]E(]l aY E(le)) = [E(1,YX). Fiir den allgemeinen Fall schreiben wir
X=X"-X"und Y = Y* - Y~ und verwenden die Linearitdt der bedingten
Erwartung.

Der zweite Teil folgt aus dem ersten Teil mit X := 1 und der Eigenschaft, dass

E(1|F) = 1
E(Y|F) = YE(IF) = Y = E(Y|o(Y)) fs..

4. Die zweite Gleichung folgt aus (3) mit ¥ = E(X|G) f.s. und X = 1. Sei nun
A€ @G, soist A € F.Somit gilt

E(LAE(EXIF)IG)) = E(1AEXIF)) = E(L1X) = B(LLE(X§)) fs..
5. Da X < |X]| folgt mit Hilfe der Monotonie E(X|¥) < E(|X| |7) f.s.. Mit =X < |X]

folgt durch die Monotonie und Linearitit —E(X|#) = E(-X|F) < E(IX||F) f.s..
Somit gilt [E(X|F)| < E(IX| |F) f.s..

1Sei x € R, dann ist | x] := max(k € Z : k < x) die Abrundungsfunktion.
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6. Die konstante Funktion E(X) ist klarerweise messbar beziiglich # und fiir
jedes A € ¥ gilt aufgrund der Unabhingigkeit mit Hilfe des Produktsatzes
(Satz 1.44):

E(E(X)14) = EQ)E(14) = E(X1,).

7. Sei Y, = E(X,|G) f.s.. Aufgrund der Monotonie (2) folgt Y; < Yi,q f.s. fiir alle
i € IN. Somit wissen wir, dass Y,, T Y f.s, wobei Y G-messbar ist. Seinun A € ¥,
so folgt mit Hilfe der monotonen Konvergenz:

E(X1,) = f XdP = lim | X,dP = lim | Y,dP = E(Y1).

A A A
Alsoist Y = E(X|F) f.s. und die Behauptung damit gezeigt.

8. Jede konvexe Funktion ¢ : R — R 1dsst sich schreiben als:

O(X) =supv(X) mit U :={v:Ja,be RVt e R: v(t) =a+ bt < P(t)}.
vel

Somit folgt fiir jede lineare Funktion v, € U:

E(¢(X)|G) = E(sup v(X)IG) 2 E(v(X)IG) = vo(E(X|G)) fs..

vel

Nach Anwenden des Supremums iiber U auf beiden Seiten erhalten wir:

E(¢(X)lg) = sup v(E(X|G)) = (E(X|G)) fs..

vel

9. Sei Y messbar beziiglich #. Dann ist mit der Turmeigenschaft (4) und Eigen-
schaft (3) E(XY) = E(E(X|F)Y) f.s. und E(XE(X|F)) = E(E(XE(X|F)|F)) =
E(E(X|F)?) f.s.. Somit gilt

E((X - Y?)-E((X - EXIF)?)

= (X2 - 2XY + Y2 - X2 + 2XE(X|F) - E(X|F)?)
= (Y2 - 2YE(XIF) + E(X|F)?)

= ((Y - E(XIF))?) 20 fs..

Weiters werden wir spidter noch folgendes Korollar benétigen.

Korollar 2.10. Sei p € [1,00) und F C A eine Sub-o-Algebra. Dann ist die Abbildung
LP(Q, A, P) — LP(Q, F,P), X = E(X|F) eine Kontraktion (das heifst: ||E(X|F)Il, < [IX]l,)
und damit insbesondere stetig.

Es gilt also fiir X, X1, X5, ... € LP(Q, A, P) mit [|X,, — X, 2% 0 auch

IE(X,1F) = EXIF)Il, — 0.
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Beweis. Wir wenden die bedingte Version der Jensenschen Ungleichung aus Satz 2.9
mit ¢(x) = x|’ an. Somit ergibt sich

IEXIF)F <E(XF|F) fs.

Sei E(IXIP|F) = Y f.s.. Nachdem nun beide Seiten stets positiv sind, folgt mittels
Integration und der p-ten Wurzel die Aussage

T, = f EXIPP dP) < ( f Y dP| = () = E(XP)! = 1XI}.
Zu zeigen bleibt nun noch
1X, = Xll, — 0 = |[E(X,|F) — EXI|F)Il, —> 0

Dazu miissen wir den Term geeignet von oben beziehungsweise unten abschétzen.
Hierfiir verwenden wir die bereits gezeigte Abschitzung und die Linearitdt des
bedingten Erwartungswertes

0 < E(X,IF) — EXIF)I, = IEX, — XIF)Il, < 1X, — XI|, — 0.

2.3 Interpretation

Wir konnen nun E(X|¥) als die beste Vorhersage fiir den Wert X interpretieren,
wenn uns die Information aus der o-Algebra # zur Verfiigung steht. Ist 0(X) € F,
so kennen wir X bereits und E(X|¥) = X f.s. (Siehe Satz 2.9 (3)). Sind andererseits
X und ¥ unabhingig, so enthélt ¥ keine Information tiber X. Wie in Satz 2.9 (6) zu
sehen, ist die beste Vorhersage der Erwartungswert von X, also E(X|#) = E(X) f.s..
Wenn wir nun noch Eigenschaft (9) aus Satz 2.9 betrachten, so konnen wir fiir
X € [*(Q, A, P) den Begriff beste Vorhersage genauer spezifizieren. Die bedingte
Erwartung minimiert dabei den L?-Abstand zu X. Die folgenden Beispiele sollen
dieses Resultat noch etwas besser verdeutlichen.

Beispiel 2.11. Seien X € LY(Q, A, P) und F = {0, Q}, dann ist B(X|F) = E(X) fs..

Beispiel 2.12. Seien X € LY(Q, A, P) und F = {0,A, AQ} mit 0 # A € Aund A # Q,
dann ist

E(X14)
~ o fs. fallsx € A
E(X|F)(x) : { IE( XILAC f.s. falls x € A

Beispiel 2.13. Sei A das Lebesgue -Maf3 auf dem Intervall [0, 1). Seien weiters Oy = [0, 1),
Q, = [4, 5) Q; = [2, 4) Q= [ 1), F =0(Qy,i€{1,2,3,4}) und X(x) := xfiirx € [0, 1).
Wir betrachten nun die vier unterschzedlichen Fiille.
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x €[0,): EXIF)(x) =

x €[}, D) BXIF)(x) =

x €[5, ): EXIF)(x) =

x €[3,1): EXIF)(x) =

E(X1o,)
Q)

E(X1q,)
M)

E(X1o,)
Q)

E(X1q,)
Q)

4

16

Wie in Abbildung 2.1 ersichtlich, ist die bedingte Erwartung stiickweise f.s. konstant und lie-
fert jeweils den durchschnittlichen Wert der Funktion auf dem gegebenen Intervall. Wiirden
wir die Intervalle verfeinern, so erhalten wir eine genauere Approximation von X.

1+ o

71 o——o X

8

8

3 1 —— E(X|Qy, ..., Qu)

I

0 1 1 3 1
Ql 4 Qz 2 Q3 4 Q4

Abbildung 2.1: Bedingte Erwartung von X := Id auf [0, 1)

Zusammengefasst konnen wir die bedingte Erwartung E(X|#) als Prognose mit
dem aktuellen Wissenstand ¥ verstehen.



Kapitel 3

Martingale

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einigen Grundlagen, die wir spédter noch beno-
tigen werden. Seien dazu (€, ¥, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I € IN eine
Indexmenge.

Definition 3.1. Ist (%), eine aufsteigende Folge von Sub-o-Algebren auf einem messbaren
Raum, das heif$t es gilt:

Ymnelm<n: F,CF, CF
so heifst (¥, )ner Filtration.

Wenn wir nun ¥, als den zum Zeitpunkt n zur Verfiigung stehenden Wissensstand
betrachten, so konnen wir uns eine Filtration (7,) als zeitlichen Verlauf des Infor-
mationsgewinns vorstellen. Haben wir nun weiters den messbaren Raum (€)', ")
gegeben, so sind wir daran interessiert, dass die Zufallsvariable X, : QO — )’ zum
Zeitpunkt n vollstindig beobachtbar, das heifst ¥,-messbar, ist.

Definition 3.2. Sei X = (X,)ues €in stochastischer Prozess auf (QQ, ¥, IP) mit Werten in
(', ") und (F)ner eine Filtration. X heifit (an (F,)) adaptiert, falls

Ynel:X,:Q— Q" F,— F'-messbar ist.
Sei nun I = INj.

Definition 3.3. Ein stochastischer Prozess X = (Xy)nen, auf (Q, F,IP) mit Werten in
(Y, F") heifit vorhersagbar (oder previsibel) beziiglich der Filtration (F,)nen,, falls Xo
konstant ist und fiir jedes n € IN gilt

X, ist Fn_1 — F'-messbar.

Definition 3.4. Sei (F,,).cn, eine Filtration. Eine Abbildung © : QQ — Ny U {400} heifst
Stoppzeit (beziiglich (F,)), falls

{t =n} € F, fiir jedes n € N,

17
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oder iquivalent!
{t < n} € F, fiir jedes n € INy.

Mit dieser Definition kdnnen wir spdter Zeitpunkte bestimmen, in denen gewisse
Ereignisse eingetreten sind, ohne dabei Wissen aus der Zukunft zu verwenden.
Mit der bereits geleisteten Vorarbeit sind wir nun in der Lage den Begriff eines
Martingals zu definieren.

Definition 3.5. Sei X = (X,,)uen, €in stochastischer Prozess auf (QQ, F,1P) und (F,)nen,
eine Filtration in F. Ist X an (F,) adaptiert und X, fiir jedes n € N integrierbar, so
bezeichnet man X als Martingal (beziiglich IP und (F,)), falls fiir alle n,m € Ny mit n > m
gilt:

E(X,|Fm) = X fast sicher.

Bemerkung 3.6. Ist m € INy, so reicht es aus, jeweils nur n = m + 1 zu betrachten, denn
nach der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung (Satz 2.9 (4)) ist

E(Xs2lFn) = E(EXK2lForn)| F)

und wenn die definierende Gleichung in einem Zeitschritt gilt, dann zieht sie sich durch in
den zweiten Zeitschritt und so fort.
Somit ist (X,,)neN, €in Martingal genau dann, wenn fiir alle n € INy

E(X,:1|F) = X, fast sicher.

Satz 3.7. Seien alle Variablen wie in Definition 3.5. Definieren wir nun zusitzlich den
Zuwachsprozess AXy = Xy — X1 fiir alle k € IN, so lisst sich die Martingaleigenschaft
dquivalent schreiben als

Vn e Ny : E(AX,1|F,) =0 fast sicher.
Beweis. Unter Verwendung der Linearitdt aus Satz 2.9 und Bemerkung 3.6 gilt:

]E(AXnﬁ—-n—l) = IE(Xn - Xn—llijn—l) = E(anﬂ—l) - E(Xn—llﬂ—l)
= ]E(Xn|(f7~n_1) - Xn—l = Xn—l - Xn—l =0 fs.

lda{r <n}= LnJ{T = k} fuir jedes n € Ny und {t = n} = {t < n}\{t < n -1} fir jedes n € IN.
k=1



3.1. BEISPIELE 19

3.1 Beispiele

Wir beginnen zunéchst mit einfacheren Beispielen. Sei dazu stets (7,,).en, eine Fil-
tration in .

Beispiel 3.8 (sukzessive Prognose). Sei Y € LY(Q, ,P). Dann wird durch
X, = E(Y|F,) fiir alle n € N,

ein Martingal beziiglich (F,) definiert. Denn X,, ist nach Definition der bedingten Er-
wartung F,-messbar und somit ist (X,) der gegebenen Filtration adaptiert. GemdfS der
Turmeigenschaft (Satz 2.9 (4)) gilt fiir alle n,m € N mit m < n:

E(X,|F) = B(E(YIF)|F) = E(YIF) = X fs.
Das folgende Beispiel ist in [Lus13] (Beispiel 1.7 (a)) zu finden.

Beispiel 3.9. Ein (,)-adaptierter Prozess (X,)nen, hat (F,)-unabhingige Zuwdchse,
falls

0(AX41) und F,, unabhiingig sind fiir alle n € IN,.

Sei nun (Z,)nen, ein (Fn)-adaptierter L'-Prozess mit der Eigenschaft, dass o(Z,.1) und F,
fiir alle n € Ny unabhiingig sind. Der (¥,)-adaptierter L'-Prozess hat

X, = sz, ne No
k=0

(Fn)-unabhiingigen Zuwiichse AX, = Z, fiir n € N. Nach Satz 3.7 ist (X,,) genau dann ein
Martingal, wenn
E(AX,1|%) = 0.

Nachdem 0(Z,+1) und F, unabhiingig sind folgt nach Satz 2.9 (6) fiir alle n € N
E(AXyalFn) = E(ZpalFn) = E(Zy).

Das heifit (X,) ist genau dann ein Martingal, wenn IE(Z,) = 0 fiir alle n € IN.

3.2 Konvergenz von Martingalen

Seien (F,)ueN, eine Filtration, o, = a( U 7:”) und X = (X;)uen, €in Martingal

nelNg

beztiglich IP und (¥,). Wir stellen uns nun die Frage, ob fiir das Martingal X ein fast
sicherer Grenzwert X, existiert.



3.3. UPCROSSING LEMMA 20

3.3 Upcrossing Lemma

Die Herangehensweise ist schnell erklart. Sei w € QQ. Angenommen lim X,,(w) exis-
tiert nicht, so ist lim inf X,,(w) < lim sup X,,(w). Somit muss X, (w) iiber ein Intervall
n—0oo

[a,b] mit liminf X,,(w) <a <b < li:rT ;Oup X, (w) unendlich oft hin- und herspringen.

Deswegen sind wir daran interessiert, die Anzahl der , upcrossings”, also wie oft
das Intervall [a, b] nach oben hin {iberquert wird, zu analysieren.

Wir kdénnen nun Funktionen angeben, die uns den Zeitpunkt des k-ten Aufstiegs
(T) beziehungsweise des k-ten oder wie in Abbildung 3.1 (k — 1)-ten Abstiegs (Sx)
tiber das Intervall [4, b] angeben.

Sk(w) = inf{n > Ty (w) : X, (w) < a} ke N,we Q,
Ti(w) = inf{n > Si(w) : X,(w) > b} ke N,weQ,
To:=0und Sy :=0

Satz 3.10. Ist k € Ny, so sind Sy und T Stoppzeiten.

Beweis. Seik € INy. Wir zeigen zundchst, dass Sy eine Stoppzeit ist, also {Sx = n} € F,
tiir jedes n € INy. Diese Behauptung werden wir nun mittels Induktion beweisen.
Induktionsvoraussetzung: {Sx = n} € F, fiir jedes n € INy

) QeF, fallsn=0
Induktionsanfang (k = 0): {Sp =n} = {0 =n} = 0eF, sonst.
Induktionsschritt (k — k + 1): Zu zeigen ist, dass {Sx.1 = n} € F,,

n—-1

Sk =) = (X, <a} N {Te < np 0 [ )(UX; > @} U (T > 1))
1=0

Wann liegt nun dieser Term in #,? Da abzdhlbare Vereinigung und Schnitt in der
o-Algebra enthalten sind, reicht es aus, dass die einzelnen Mengen in ¥, liegen. Es
gilt:

X, <aleF, X >aleF CF,firallel <n-1,

n n j—1
(Te<n) = JiITe=jt = Jux;z 01 niSc< jin ()X <bjuis; > ) € 7,
j=0 j=0 1=0

da {X; > b} € F, mit j < n, {X; < b} € F, mit | < n, nach Induktionsvoraussetzung
{Sk < j} € F; € F, und somit auch {S; > I} = {S; < [} € F, mit j < n sind.

Aus Letzterem folgt {Tx > I} = {Tx < I} € F; € F, fiir | < n — 1. Daher wissen wir,
dass {Sk+1 = n} € F, liegt und somit Sy fiir k € IN; eine Stoppzeit ist.

Da {T} < n} € ¥, ist auch T eine Stoppzeit mit k € IN,. O
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Abbildung 3.1: Veranschaulichung von S, und Ty

Unser Interesse bezieht sich nun auf die Anzahl der ,upcrossings”. Wir definieren

uns daher eine Funktion U", die uns die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen
tiber das Intervall [g, b] bis zum Zeitpunkt n liefert.

U () = supfk e N : T(w) <n}  ne€Np,weQ 31)

Beispiel 3.11. Betrachten wir nun X,(w) aus Abbildung 3.1 mit w € Q, so erhalten wir
fiir die Anzahl der Uberquerungen bis zum Zeitpunkt 7, 9 und 11:

U (w) =0
U (w) = 1
Ul (w) =2

Im folgenden Lemma werden wir die erwartete Anzahl an Uberquerungen E(U™

zum Zeitpunkt 7 fiir ein Martingal nach oben abschétzen.

Lemma 3.12 (Upcrossing Lemma). Seien X = (X,) ein Martingal, a,b € R, a < b,
n € No und U wie in (3.1). Dann gilt:

B < ]E((Xn - a)+g : f((xo - a)+) ) E((};n__aa)+)

Beweis. Wir definieren den Prozess

{ 1 fallsne{Si+1,.. Tk
H, :=
0 sonst.

Das heifst fiir H := (H,)nen, Wird in den aufsteigenden Abschnitten der Wert 1
gewdhlt. Die Zeitpunkte, in denen H,(w) den Wert 1 annimmt, wurden in der
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Abbildung 3.1 mit schwarz gefiillten Kreisen visualisiert. H ist nicht negativ und
vorhersagbar, da fiir n € N

= U({skgn—l}m{n>n—1})
k=1
und alle Ereignisse in ¥, liegen. Setze Y, = (X,, V a), Y := (Y}))nen, und

Z(H,Y), ZH(Y Y,) fiirn e N
j=1

Istk € N und Ty < o0, so ist offenbar Y1, — Y, = Y7, —a > b —a fiir jedes i < k, also ist

kT k
Z(H,Y)r, = Z (Y;j=Yj) = Z(Yn —Ys,) 2 k(b —a).
i=1 j=S;+1 i=1
Fiir alle j € {Ty, ..., Sk} ist Z(H,Y); = Z(H,Y)r, und fiir alle j € {Sx +1,..., Ty} ist
Z(H,Y); > Z(H,Y)s, = Z(H,Y)r, . Daherist fiirn € N: Z(H, Y),, > (b—a)Ul"". Weiters
ist0<(1-H)€F,1, Yy 2aund Y, > X,. Somit gilt mit der Martingaleigenschaft
von X, der Linearitdt, Monotonie und Eigenschaft (3) aus Satz 2.9:

E(YulFfu-1) 2a(fs) A E(YuFu1) = E(Xy|Fu-1) = Xy (£:5.)
= EYulFr-1) 2 (X1 Va) =Y, (£5),

E(Z((1 - H), Y))Fomt) = Y (1 = HOE(Yy = YialFia) = ¥ (1 = HO)(EQGlFir) = Vi)
k=1 k=1

> Y (1= H)(Yi = Yie) = 0.

k=1

NunistY, - Yy, =2Z(1,Y),=Z(H,Y), + Z((1 - H),Y),, also
E(Y, — Yo) > E(Z(H,Y),) > (b — a)EU").

Die Aussage folgt nun mit (X,, —a)* = Y,, — a. Die zweite Ungleichung folgt aus der
Tatsache, dass ]E((XO - a)*) > 0ist. m|

Dieses Lemma bietet nun die Grundlage fiir den Martingalkonvergenzsatz.

Satz 3.13 (Martingalkonvergenzsatz). Sei (X,)nen, €in Martingal mit sup E(X})) < oo
nelNp

Dann existiert eine Fo,-messbare Zufallsvariable mit TE(|Xo|) < oo und X, ~— X, fast
sicher.
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Beweis. Seiena,b € IR, a < bund n € N. Klarerweise gilt E[(X,, —a)"] < |a| + E(X})).

Somit folgt aus dem Upcrossing Lemma (Lemma 3.12) und den Voraussetzungen
+

la] + E(X})) o

[ably <
]E(un ) - b —a

Offensichtlich ist U""! monoton steigend und Ul < oo fast sicher. Somit existiert
der fast sichere Limes U!*"! := lim U"!. Nach dem Satz der monotonen Konvergenz

n—o0

(Satz 1.36) gilt E(U*") = lim E(U"") < co. Daher istauch Ul < oo f.s. und dadurch

P(U"? < co) = 1. Nun definieren wir die .,-messbaren Ereignisse

Clap = {lim inf X, < a} N {lim sup X, > b} c (U = o)

n—oo

und

C=|J Cun

a,beQ
a<b

Dann gilt IP(Cj, ;) = 0 und damit auch IP(C) = 0. Per Konstruktion ist (X,,),en, jedoch
auf C° konvergent. Also existiert der fast sichere Limes X, = lim X,,. Jedes der X,

n—oo

ist F-messbar, also ist X, auch ¥.-messbar.
Zu zeigen bleibt nun noch, dass E(|X|) < oo ist. Dazu verwenden wir die Linearitéat
des Erwartungswertes:

E(Xl) = E(XS + X5) = E(XS) + E(XS)
Nach dem Lemma von Fatou (Satz 1.37) ist
E(XZ) < sup{E(X}):n > 0} < co.
Anderseits gilt, da X ein Martingal ist, wieder mit Hilfe Fatous Lemma
E(X,) < liﬂglf]E(X;) = 1i££££1f1E(XZ - X,)
< sup{E(X}) : n > 0} — E(X) < co.
O

Satz 3.14 (Konvergenzsatz fiir gleichgradig integrierbare Martingale). Ist (X,).en,
ein gleichgradig integrierbares Martingal beziiglich (F,)nen,, dann existiert eine Foo-

messbare Zufallsvariable Xo mit X, ~—— X, fast sicher und in L'. Weiters gilt, dass
X, = E(Xol|F ) f-5. fiir jedes n € IN.
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Beweis. Sei (X,)nen, ein gleichgradig integrierbares Martingal. Sei & > 0. Das heifst

es existiert ein 0 < ¢ € L!, sodass sup f |X| dIP < E. Fiir n € N gilt:
120 {|X,[>g}

EX)<EX)= [ i+ [ XidP<E@+ [ plap

{1Xul<g} {1Xul>g} {IXul>g}

und somit

sup E(X?) < [E(g) + sup X, dP < E(g) + & < oo,
n>0 n>0
{IXnl>g}

Satz 3.13 liefert nun die Existenz des fast sicheren Limes X.,. Zusatzlich gilt nach
Satz 1.35 E(|X, — Xw|) — 0. Seien nun n > m € IN. Korollar 2.10 liefert somit
durch diese L!-Konvergenz bereits die L!-Konvergenz der bedingten Erwartungen
E(|E(X,[Fn) — E(XeolFor)]) == 0. Da X ein Martingal ist, so gilt [E(X,|%,,) = Xl = 0
fast sicher. Eine Addition von 0, die Dreiecksungleichung und die Linearitidt des

Erwartungswertes liefern also

E([EXalFo) = Xo|) < lim B(EXIF) = EXlF)| + [BXGIF) = Xa)
= lim E(|E(XlF5) = E(XeolFon)]) + E(JEXlFrn) = Xon]) = 0.

Das bedeutet E||E(Xo|F1) — Xin|) = 0 und somit folgt E(X.|F7,) = X, fast sicher. O
g

Wenn wir nun Satz 3.14 genauer betrachten, so konnen wir feststellen, dass nun der
Prozess (X;)neN,uie} Wiederum ein Martingal beztiglich (F,)nen,uieo} iSt.

3.4 Doobsche Maximalungleichung

Da wir jetzt noch auf den Konvergenzsatz in L” hinarbeiten wollen, so kommen wir
nicht um die Doobsche Maximalungleichung herum.

Definition 3.15. Ist (X,,) ein stochastischer Prozess, so setzen wir

X, :=sup|Xil, ne€Nyund

0<i<n

X" :==sup |Xjl.
iGNQ

Satz 3.16 (Doobsche Maximalungleichung). Sei (X,) ein Martingal und A > 0. Dann
gilt fiir jedes n € INy:

AP(X;, > A) < E(1XulTix:50))-

n=
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Beweis. Wir setzen zundchst A := {X}, > A}. Definieren wir nun weiters die Mengen

Ao = {|Xo| > A},

=~
[y

A= (1Xd > /\}\( Ai), k=1,.,n

i

Il
o

Die Mengen A; sind nach Definition offensichtlich disjunkt und es gilt A = [ J A;.

i=0
Mit dieser Wahl ist Ay € Fi := 0(Xo, ..., Xx) und [Xi|Ls, > Ala,. Somit gilt mit
Hilfe der Monotonie des Erwartungswertes E(|Xi|14,) > E(A1,,) = AIP(Ax). Durch
Aufsummieren aller Werte erhalten wir:

n n (*) n
AP(A) = Y AP(A) < ) E(Xdl1a) < ) B(X,l14,) = E(Xal14) = E(Xl1x20)
k=1 k=1 k=1

Fiir (+) verwenden wir die Dreiecksungleichung (Satz 2.9 (5)) und die Martingalei-
genschaft von (X,,). Das heifst fiir alle k < n folgt

E(1%|7+) = [ECGIF)| = X4 fs.
Nach Definition der bedingten Erwartung gilt fiir alle A; €
E(1Xul14,) 2 E(Xk[14,)-

|

Diese Doobsche Maximalungleichung liefert einen wichtigen Beitrag fiir den Beweis
des LP-Konvergenzsatzes. Jetzt zeigen wir noch eine weitere Ungleichung.

Lemma 3.17. Es seien X und Y nicht-negative Zufallsvariablen, fiir die
AP(X > A) S E(Y1xsy) fiiralle A >0
gilt. Dann folgt fiir p,q > 1 mit 5, + 5 = 1:
1XIly < qlIYTl,.-

Beweis. Wir verwenden die vorausgesetzte Ungleichung und multiplizieren auf
beiden Seiten den Faktor pA?~? hinzu. Nachdem A > 0ist, bleibt uns die Ungleichung
erhalten. Nun integrieren wir beide Seiten tiber alle A. Da die Ungleichung fiir alle
A gilt, folgt:

[e¢]

f pxPP(X > x)dx < f PP E(Y 1 (x5 )dx
0

0
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Betrachten wir die linke Seite, so ist der Integrand nicht-negativ. Wir konnen den
Satz von Fubini anwenden:

(o9

f px~! f dlP(y) dx = f f 110,00 (V) Loy (y)px " dx dIP(y)

{X=x}
X(y)

- | f p () = [ X(Yape) = ECe)

Auch bei der rechten Seite ist der Integrand nicht-negativ und wir konnen auch hier
Fubini anwenden:

f pxi? f Y(9) Loy (DAP(y) dx = f f Y(9) 1 o (5) o o (@pa? e AP (y)

X(y)

tfyw)j}mp%xmmw ‘f pplxwa:E€TEaX%5:quX%5

Mit der Holder Ungleichung? erhalten wir:
E(X") < gE(YXP™) = gllyXP "l < qllYILIXP I,

Betrachten wir nun die moglichen Félle.
Fall 1: Ist [|Y]|, = oo, so ist die Aussage klarerweise erfiillt.
Fall 2: Sei nun [[Y||, < oo und ||X]||, < oo, dann gilt unter der Verwendung von

p-1)-g=p

ey

X7~y = E(XP)7 <
und somit auch
E(X?) < qlIY|L,ECC)".
Division durch E(X? )% liefert
E(XP)7 = E(X?)'™1 < qllYll, & IXIl, < qllY).

Fall 3: Ist jetzt || X||, = oo, so betrachten wir die Zufallsvariablen X, := X A n mit
n € N. X, erfiillt die Voraussetzungen mit || X,,||, < co und somit gilt [| X An]|, < g][Y]l,.
Die Behauptung folgt durch Anwendung des Satzes der monotonen Konvergenz
auf die Folge (X})

X = fhm XPdP = lim | XdP = lim ||X, ||} < qlIY]l).
n—oo

n—oo

2Geien 1 < p,q < cound L + 1 =1, so gilt fiir zwei messbare Funktionen f,g: [|f¢lli < lIflllI2ll-
p.q vty g & /g pli8llg
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Mit den vorangegangen Ungleichungen konnen wir nun dieses Resultat fiir nicht-
negative Martingale zeigen.

Satz 3.18. Sei (X,,) ein Martingal. Dann gilt fiir p > 1 und alle n € INj:

] p
I1XGl, < pTl”Xn”p-

Insbesondere folgt ||X*|l, < % sup |1 Xull,-

Beweis. Fiir festes n € INy setzen wir X := X, und Y := X,,.. Diese Definition erfiillt
die Maximalungleichung von Doob 3.16 und somit auch die Voraussetzungen fiir
Lemma 3.17.Dag = r% gilt[|X]|, < p%lllYllp. Der Zusatz folgt nun durch Anwendung
des Satzes der monotonen Konvergenz auf 0 < X;, T X". m]

Satz 3.19 (L7-Konvergenzsatz fiir Martingale). Seien 1 < p < oo und X := (Xy,)uen,
ein LP-beschrinktes Martingal (siehe Definition 1.33). Dann existiert eine Fo-messbare

Zufallsvariable X, mit E(|Xwl?) < 0o, sowie X, ———> X, fast sicher und in LP. Speziell ist
(1X0lP)nen, gleichgradig integrierbar.

Beweis. Nachdem X LP-beschrdnkt ist, also sup E(|Xi|’) < oo, folgt durch Korollar
kENO
1.34, dass X gleichgradig integrierbar ist. Satz 3.14 liefert nun die Existenz des fast

sicheren Limes X.,. Weiters erhalten wir durch Satz 3.18

p 4
B sup 1) = IX1} < (p%l) sup 1%, = (p%) sup E([X, ) < c.

kENg nelNy 1 nelNy

Das heif3t sup | Xy € L'. Natiirlich gilt fiir alle n € INy: | X, < sup |Xi[’. Somit ist
kENO k€N0

inf sup IXulP du =0 erfillt mit g = sup [ Xilf.
OSgELl nelNy kelNp
{IXnl>g}

Das bedeutet (|X,["),en, ist gleichgradig integrierbar. Da X, < sup |X,| liefert majo-
nelNp

risierte Konvergenz (Korollar 1.38) (wegen |X,, — X[’ < 27 sup |X,|’)
nE]I\I()

n—oo

E(|Xol) <o und E(X, — Xf) — 0.
O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir folgendes Resultat zeigen, welches in einer
dhnlichen Form in [@ks03] als Corollary C.9. zu finden ist.
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Korollar 3.20. Sei X € L2. Dann gilt:
E(X|F) — E(X|Fw)  fs. undin L2,

Beweis. M, := E(X|F,), n € Ny, ist beschrinkt in L2, denn nach Korollar 2.10 (Kon-
traktion) gilt
IM,ll2 = IE(X|F )l < [IX]l, Yn € No

und somit auch

sup [|Mall2 < [[X]l2 < co.
nelNy

n—oo

Damit existiert nach Satz 3.19 eine ¥.,-messbare Zufallsvariable M, mit M,, — M,
f.s.und in L. Zu zeigen bleibt, dass M, = E(X|F) f.s.. Weil M,, = E(M,,|F,) f.s., gilt
nach Korollar 2.10 (Kontraktion):

n—oo

My, = EMoo|F)ll2 = [IE(M|F) = EMe|Fu)ll2 < |My = M|l — 0.

Fir F € F,,und n > nj erhalten wir dadurch unter Verwendung der Cauchy Schwarz
Ungleichung und der Tatsache, dass IP(F) < 1 ist

n—oo

2
0< < f (M, — BMIF)) dP 2= 0.
F

fX—Moole'=|f1E(X—Moo|ﬂ)d]P
F F

Daher gilt
fX—MDO dP=0 firalleFe Ugf
F

n=1

Da F., =o( U ) folgt

n€lNy
E(X|fe) = EMo|Fe) = Mo fs..
O

Beispiel 3.21. Wenn wir nun das Martingal aus Beispiel 3.8 betrachten. Seien dazu
Y € L*([0,1), Bioy, A), Fu = a([ﬁ, ”71),1' efl,..,n— 1}) fiir n € IN. Daraus folgt, dass

Foo = Byo,) ist. Weiters wissen wir nach Korollar 3.20:

n—-oo

X, = B(Y|F,) =5 B(Y|Fo) = E(Y|Bp1) = Y fs.

Das heifit X,, == Y f.s. und in L2.



Kapitel 4

Das Haarsystem

Ein moglicher Anwendungsfall der Konvergenztheorie von Martingalen ist das
Haarsystem. Dieser Abschnitt basiert auf den Biichern von [Lus13] und [Wer11]. Sei
im Folgenden der verwendete Mafiraum ([0, 1), Bjo1), A).

Definition 4.1. Die Folge (h,,),en, von Funktionen auf [0, 1) mit m € Ny, j € {0, ..., 2" =1}
und n = 2" + j, wobei

ho = ]1.[0,1)
hn = h2m+]' = 2%(]1[ 2j 241, — ]1[ 2j+1 2j+2))

om+17om+1 ) om+17 om+1

heifit Haarsystem.

Seien nun n, m und j wie in Definition 4.1,

I:=10,1)
{ 2, 4ty fallsi € {0,..., 2] + 1}

2,4 fallsi€{2j+2,..,n)

"=

1

und ¥, := o(hy, ..., h,). Um die Definition und die Entwicklung des Haarsystems
besser zu verstehen, sind die ersten 4 Funktionen in Abbildung 4.1 dargestellt.
Zusétzlich ist dabei auch die n-te Haarfunktion ersichtlich. Wie wir nun in Abbil-
dung 4.1 sehen, ist i, # 0 genau auf LV, oder anders formuliert

{h, # 0} = Igj U I§j+1. 4.1)

Gehen wir nun weiter zu Abbildung 4.2, wo die weitere Entwicklung der o-Algebra
F.-1 auf ¥, zu sehen ist. Wenn wir hier die einzelnen Intervalle betrachten, so
kommen wir zu der Erkenntnis, dass #, = o(I}, ... I;). Also anders gesagt sind
Iy, ..., I, die Atome von ¥,. Zusidtzlich kann man sich schnell davon {iberzeugen,

29
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A A
1 o 16———o0
0 L 1 i 1 >
0 [0 1 0 [0 3 [1 1
-1 -1 &——O
ho = Ty, =Ty — T
A
\/E e—oO \/E e—oO
1+ 1
2 i 2 1 2 > 3 1 713 113 3 713 >
0101115 5 ! 0102112121[31
-1 -1
-2 e— o0 ) e— O
B = N2l = Ty 1) By = V21 5 = lgg )
2% I e— O
ol - IZJ- I;]-H g
2% e—o0
hn = 2%(]1 2 241, — 121 2je2 )
[2111+] 7 om+1 ) [2m+] 7 om+1 )

Abbildung 4.1: Darstellung der ersten vier und der n-ten Haarfunktion

dass Ig].‘l in I, und Iy, , aufgeteilt wird. Genauer gesagt gilt fiir 7 > 0

2j+1
=1 V0 <i<?2j,
Lt =10l und (4.2)
rt=r, V2j<i<n.

Weiters gilt fiir den Erwartungswert von h,

E(h,) = f By dA =0 (4.3)

{hn#0}

und fiir die o-Algebra 7

Foo = o( 0 (Fm) = Bio).-

m=0
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— -1 -1
Fot = o7, ..., 7]

y
1

Q-1 . n—1 n—1 n—1 . n—1 1
IO 121'—1 121' 121‘+l In—l

\

Fr = oIl .., I!)

v

n n n n n n
0 I T Iz;‘—l 12;‘ Iz;’+1 Iz;‘+2 T Ly 1

Abbildung 4.2: Entwicklung der Atome mitn =2" +j >0

Definition 4.2. Eine Teilmenge S C H heifit Orthonormalsystem, falls |le|| = 1 und
(e, fy=0fiire, f € S,e # f, gelten. Ein Orthonormalsystem S heifit Orthonormalbasis,
falls

¥ T Orthonormalsystem, SCT: T =S5

Wir wollen nun noch zeigen, dass (1,),en, eine Orthonormalbasis von L? ist.
Satz 4.3. Sei S C H ein Orthonormalsystem, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. S ist eine Orthonormalbasis

2. VYxeH:x=Y/{xee.

eeS

Beweis. Siehe [Werl1] Satz V.4.9. O

Satz 4.4. (h,)n=0,.; ist eine Orthonormalbasis von L*([0, 1), F1, A) fiir alle | € IN,.

.....

innern wir an die Definition des Skalarprodukts in L*([0, 1), #;, A) aus Bemerkung
1.27.Sein = 2" + j € N, dann gilt

1 om+1

||hn||§:fh3dA: fz’

0 2i

' dA = 2%A([2—i 2j—+2)) =1.

m+1 4 om+l1

[N

Sein > k € INy. Weil {h, # 0} = I’z’j U Igj ., existiert nach dem Verwenden von
Gleichung (4.2) ein p € Ny mit {h, # 0} C I’}j. hy ist auf I’; konstant. Das heif3t es gibt

eine Konstante ¢ € R, sodass fiir alle x € Iy gilt: I (x) = c. Es folgt durch Gleichung

(4.3)
(hp, ) = fhkhnd)\:cfhnd/lzo.

{hn#0} {1, #0}
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.....

Da ¥ = a(I . Il) gilt

.....

Somit kann in jedem weiteren Orthonormalsystem T von L2([O, 1, F,A)mitSC T
kein weiteres Element liegen und es gilt T = S. O

Satz 4.5. Fiir f € L2([0, 1), Bioy, A) gilt fiir alle | € Ny die Darstellung

!
E(fIF) = Y (f, hadhy
n=0

Beweis. Da (Ifl)nzo,m,l eine Partition von [0, 1) ist, gilt nach Satz 2.8

!
E(fIF) = Y E(flll)1, € L*([0,1), 5, A).
n=0

Da (h,),-0,.,; eine Orthonormalbasis von L*([0, 1), 7, A) gilt nach Satz 4.3

)
E(fIF) = ) (E(fIFD), Db
n=0

Nachdem I, I.., € ¥, € 71 folgt unter Verwendung der Eigenschaft der bedingten

Erwartung fur allen =2"+j<I

B =24 (B a- [ B i) =20 f far- [ fan)= g
b B Gin

Somit ergibt sich

I
E(fIF) = ) {f )b
n=0 .
Bemerkung 4.6. Ein alternativer Beweis von Satz 4.5 verwendet die Tatsache, dass IE(f|7;)
die Orthogonalprojektion auf L*([0, 1), F;, A) ist. Zu zeigen wiire also, dass Zl: (f, hu)h, diese
Orthogonalprojektion ist. Siehe dazu [Werl11] Satz V.4.8. "

Bemerkung 4.7. Seien n € Ny, a; € R fiir alle i € {0, ..., n} und M,, := ) a;h;. Aus Satz
i=0
4.3 folgt, dass (M,)neN, ein Martingal beziiglich (F,) ist. Denn

n n+1 n n+l n

EMonlF) = ) () ik i = Y )l e = ) iy = M

k=0 =0 k=0 i=0 i=0
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Mit der in der Konverzgenztheorie von Martingalen geleisteten Vorarbeit sind wir
nun in der Lage zu zeigen, dass (1,).en, eine Orthonormalbasis von L2([0, 1), Bioy, A)
ist.

Satz 4.8. (h,).eN, eine Orthonormalbasis von L%([0,1), Bioy, A)
Beweis. Sei f € L*([0,1), Bjo1), A), dann folgt mit Hilfe von Korollar 3.20

m—00

E(f1Fn) — E(fIf) = E(f|Bjp) = f fs.undin 12

Somit erhalten wir mit Satz 4.5
Y (F = E(fIF,) == f £s.und in [
n=0

Damit gilt
f=Y (fhdh,
n=0

und weiters mit Satz 4.3, dass (h,),en, eine Orthonormalbasis von L? ist. O
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